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Tema
Multimi de numere.

Multimi si elemente de logica matematica

Modulul unui numar real

Definitie. Modulul numarului real x este numarul | x |= {

Proprietati
1. [x]20,VxeR; |x|=0<x=0;

2. |x-y|=

x, dacax >0
—x,dacix<0

3. |x+y|£|x|+|y|, vx,yeR.

Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real
Definitie. Fie x € R. Cel mai mare numir intreg mai mic sau egal cu x se numeste

partea intreaga a lui x. Se noteaza: [x]= max{ peZ|p< x} .

Numarul real {x} =x—[x] se numeste partea fractionard a lui x.

Proprietati

Ta. [x]<x<[x]+], VxeR;

1b. {x} €[0,1), Vxe R

2a. x—1<[x]<x, VxeR; 2b. {(x}=0x€Z;

3a. [x]=

4a. [x+n]=[x]+n<neZ;

x> xel; 3b. {x}={y}ox—yeZ,;

4b. {x+n}={x} o neZ.

Identitatea lui Hermite

[x]+[x+l}+[x+z}+...+[x+—} [nx], Vx e R, Vne N*\{1}.
n n n

Probleme propuse

1. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

a) p: [x]+

=

[x +y], pentru orice x,y R “, unde [a] reprezintd partea Intreaga

a numdrului real a.
b) q: ,,{3x} =3{x}, pentru orice xeR“ unde {a} reprezintd partea fractionara
a numarului real a.
o r:,VxeR, JyeR astfel incat x* +y* =2018 .

2. Determinati valoarea de adevar a afirmatiei: ,,Suma oricaror doud numere irationale
este un numadr irational.

3. Calculati:

@ [2019 |+ (2+2)- {2}
o [Vs]ss {4t o[l [

b) —+...+; ;
23 2018-2019

o |(+5) |.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

. a) Arétati ca{ + }

. @) Determinati multimea A4 ={xe[0,2]|[2x]=2[x]}, unde [x] reprezintd partea

intreagd a numarului real a.
b) Determinati multimea B ={xe[-1,2]|3{x} =1}, unde {x} reprezinta partea frac-

tionard a numarului real a.

. Aritati ci [\/nz +n] =n, pentru orice ne N .

. e 1 . S
. Fie x e R*. Aratati ca [ } 0 dacd si numai daca x> 1.
X

x+ y}} pentru orice x,y e R .

b) Aratati ca { x+y +z { + y+z} pentru orice x,y,z€R.

. a) Aratati ca [x [ +%} = 2x pentru orice xeR.

b) Aratati ca daca [x+a]=[x+b], pentru orice x e R, atunci a=b.

. Determinati m € R pentru care {x eR|(m* -x+2> 0} =R.

Determinati cel mai mic element al multimii 4 = {x eR|(x+ 2)(x2 - 4) > 0} .

Se considera 4= {x eR| (x- )[x—?j < 0} . Determinati cel mai mare element al

bl A},
o . . 1
Determinati numerele naturale din multimea A ={xeR|———=<x<2;.
V243

Se considerd multimile 4= {x e R||x|<2} si B=[-3,0). Determinati ANBNZ .

Se considerd multimile 4={0,2,4,6,...,50} si B={0,3,6,9,...,48} . Aflati cardina-
lul fiecareia dintre multimile 4, B, AN B si AUB.

Do . e ] o <
Se considera fractia zecimala infinitd 7= 0,a,a,.... Determinati numarul de elemente

ale multimii 4={a,,a,,a,,...}.

S . e e 4 o
Se considera fractia zecimala infinita T~ % @ Determinati suma elementelor

multimii 4= {ao, a,, az,...} .
o . o 10 .
Se considera fractia zecimala infinitd B 0,a,a,a,.... Calculati a, +a, +...+a,, .

Determinati m € R pentru care {1 2} {x eR|X* +mx+4= 0}

Determinati perechile (m,n) e RxR pentru care {1,2} = {x eR|X’ +mx+n= O} .



20.

21.

22.

23.
24,
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

Determinati @ € Z pentru care {x eR|xX’ —ax+4= 0} m{O, L2,..., 2011} 0.
Se considera multimea A = {a +b3 |a,be Z} .
a) Ardtati ¢ numerele 4+ N si {\/g } apartin multimii 4.

b) Aratatica x-y € A, pentru orice x, y€ A4 .

¢) Aratati ¢ multimea B ={xe 4| [x]=0} are cel putin 2019 elemente.
Aratati ca NEY” {a+b\/§ |a,be Z} .

Determinati (x, y) € RxR pentru care x* +2xy+2y° =0.

Aritati cd x° +3xy+4y° >0, Vx,yeR.

Determinati x+ y+z stiind cd x> +y* +2z° +4x+6y—-2z+14=0.

a) Aritati ci, dacd x, y,zeR si X’ +)y° +z° =xy+xz+yz,atuncix =y =z.
b) Determinati multimea {(a, by eRxR|a’>+b* +4=ab+2a+ 2b} .

a) Aratati ca %+§ > 2, pentru orice numere reale a,b>0.

b) Arétati ca (a+b)(b+c)(c+a)=8abc, pentru orice numere reale a,b,c>0.

Se considera numerele reale x,y >1. Aratati ca:
x—1
al ; b) x\Jy—-1+yJx—-1<xp.

x
Determinati multimea {(a,b) eNxN| Ja+ib = 2} :

<

| =

@)

Dati un exemplu de doud numere naturale a si b care indeplinesc conditia

Ja-log,heN".

Dati un exemplu de doud numere irationale « si b care indeplinesc conditiile a+b e N*

sia-beZ.

Determinati un triplet (a, b, c) e NxNxN care verifica conditia 2* <b <log, c.

Ordonati crescator numerele

a) N2, 33, n2; b) 2, 3, 6 ;

11 1
¢ = == V5; &~ log,2, n2, V3, 1.
2 32 2 o8

Demonstrati cd, daca a,b € (5,7) , atunci ab—6(a+b)+42<€(5,7).
1

Demonstrati ca, daca a,beZ, |a|<100, |b|<100, atunci ‘a 2+b\/§‘2—.

350
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Tema 1.2

Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri)

1. Siruri

Definitie. Sirul de numere reale (x,),,, este:

e monoton crescdtor, daca x, < x, ., , pentru orice n>1;

n+l?o

e monoton descrescator, dacd x, > x, ,,, pentru orice n >1;

n+l

e strict crescator, dacd x, < x

n+l >

pentru orice n>1;

e strict descrescator, dacd x, > x,,,, pentru orice n>1;

n+l>
Definitie. Sirul de numere reale (x,),,, este:

e marginit inferior, daca exista un numar real m astfel incat x, >m, Vn>1;

* marginit superior, dacd existd un numar real M astfel incat x, <M, Vn=>1.

Unsir (x,),,, marginit atat inferior cat si superior se numeste sir marginit.

2. Progresii aritmetice

Definitie. Sirul de numere reale (a,),,, este o progresie aritmeticd de ratie r, daca
a,,—a,=r, Vn2xl1 (adica diferenta oricdror doi termeni consecutivi este constantd).
Proprietati ale progresiilor aritmetice

1.a,=a,+(n-1)-r, Vn21.

2. a, :M, Vn>2.

2

+ -1
3.8, =M=nal+r%, Vn21l,unde S, =qa,+a,+...+a,.
4, n—a”_al +1, Vu>1, r#0.

7

3. Progresii geometrice

Definitie. Sirul de numere reale nenule (b,),., este o progresie geometricd de ratie q daca
b,., =b, -q (adicd raportul oricaror doi termeni consecutivi este constant).

Proprietati ale progresiilor geometrice

1.5, =b-¢"", Vn>1.

2.b*=b_ b, n22.
-1
blq :q
3. Sn_ q 1 7unde Sn:b1+b2+"'+bn-
nb,, g=1



. Aratati ca sirul (a,)

. Aratati ca sirul (a,)

Probleme propuse

4n+4 .
cu termenul general a, = , este crescator.
n+

nzl»

de termen general a, = n> —n+1, este strict monoton.

nzl?

. Aratati ca sirurile urmatoare sunt monotone.

1 1 1
+

a) x, = , Vn2>1;
n+l n+2 n+n

b) x, :\/n+1—«/;, Vn>1,;

I
9x =S—1  wn>
) % Zk(k+1) "

k=1

. Aratati ca sirurile urmatoare sunt marginite.

n 1
ax =y ———— Vn>
) %, ; k(k+1)(k+2)

R JEELLEE R
S (k1)

ook
ox =|]—. Vn2>1.
) lk}kﬂ

Se considera progresia aritmeticd (a,),,, de ratie 2, cu a; +a, =10 . Determinati q, .

nxl1
Fie progresia aritmetica (a,),,, astfel incat a, =17 si a; =41.
a) Determinati a, .

b) Stabiliti daca numarul 2018 este termen al progresiei.
¢) Calculati suma T =a, + a, +a, +...+ ay4.

. Calculati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),,,, stiind ca

a,—a,=6 sl a +a,+a;+a,=37.

8. Determinati x € R stiind ¢ x, (x—1)> si x+2 sunt in progresie aritmetica.
9. Determinati numarul real x stiind cd numerele x+ 1, 1 —x si 4 sunt in progresie
aritmetica.
10. Aflati @ € R pentru care numerele 2¢, 27" +1, 2> +1 sunt in progresie aritmetica.
11. Calculati sumele:
a) 1+4+7+...+100; b) 2+6+10+...+2018;
¢) 1+3+5+..+(2n+3), neN"; d) 1+5+9+..+(4n-3), neN".
12. Aratati ca suma primelor » numere naturale impare este un patrat perfect.

13.

Se considera sirul (a,),.,. Stiind ca, pentru orice neN", are loc egalitatea

a,+a,+...+a, =n"+n, demonstrati ca sirul (a,),., este o progresie aritmetica.
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14. Determinati numarul natural x din egalitatile:
a) 1+5+9+...+x=780; b) 1+3+5+...+x=625;
¢ x+(x+D+...+(x+x)=165; d) 2+5+8+...+x=155.

15. Determinati al zecelea termen al sirului x,, x,, 7,10, 13,....

16. Fie (a,),,, o progresie aritmetica. Stiind ca a, +a,, =10, calculati S,, .

17. Se considerd progresia aritmetica (a,),,, astfel incat a, +a, +a,, +a,, = 8. Calculati.
a) a+a,+...+a,; b) a,+a,+...+a,.

18. Se considera progresia aritmetica (a,),,, si S, suma primilor » termeni ai progresiei.

19.

20

21.

22

23.

24
25

26.

27
28

29,

30.

31.

32.

a) Dacd a, +a, =100, a, ; +a, =200 si S, =600, determinati .

b) Daca §,, =9S, si a, =21, calculatiaq, .

Aratati ca, daca numerele reale a, b si ¢ sunt atat in progresie aritmetica cat si in pro-
gresie geometrica, atunci a=b=c.

Determinati a,beR stiind cd numerele 2, a si b sunt in progresie geometricd, iar
numerele 2, 4 si a sunt In progresie aritmetica.

Numerele reale a, b, ¢ sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice neconstante
si au suma egala cu 78. Daca, in plus, numerele a, b, ¢ sunt respectiv primul, al patrulea
si al treisprezecelea termen al unei progresii aritmetice, aflati cele trei numere.

Numerele reale a, b, ¢ sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice si au suma
egald cu 84. Daca, in plus, numerele a, b, ¢ sunt respectiv primul, al patrulea si al
zecelea termen al unei progresii aritmetice, aflati cele trei numere.

Fie a, b, ¢, d, e numere naturale 1n progresie geometrica, astfel incat a este divizor al lui b.
Stiind cd a + b + ¢ + d + e este un numar par, aratati ca a, b, ¢, d, e sunt numere pare.

Determinati x > 0 stiind cd numerele 1, x — 1 si x + 5 sunt in progresie geometrica.

Fie ecuatia x’—4x+a=0, cu ridicinile x, si x,. Determinati aeR" stiind ca
X,,X,,3x, sunt In progresie geometrica.

Fie ecuatia x’+ax+2=0, cu radicinile x, si x,. Determinati aeR stiind ci
X,, X,, X sunt in progresie geometrica.

Determinati primul termen al sirului «,, g,, a,,4,8,16,32,....

Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi b, 6, b;, 54,... .

Se considera numarul real s = 1+1+L2+...+T]8. Arataticd 1 <s<2.
2 2
Aratati ca s:l—l+l—l+...+%>g.
2 4 8 2 3
. 1 1. I 1 1 1 .
Fie a:1+§+...+570 si b:1—§+5—2—5—3+...—?. Calculati [a]+[b], unde [x]

reprezintd partea intreaga a numarului real x.

Aratati cd, pentru orice x € R, este adeviarata egalitatea:

2
(l+x+x2+...+x”) —x" =<l+x+x2+...+x‘°)<1+x+...+x12).



33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

Calculati ratia progresiei geometrice (b,),., cu termeni pozitivi, dacd b, +b, =4 si
by+b,=36.

Numerele reale pozitive a, b, ¢, d sunt in progresie geometrica. Stiind cd d —a =13 si
¢—b =3, determinati ratia progresiei.

Se considera progresia geometricd cu termeni pozitivi (b,),., si S, =b,+b +...+b,,
astfel incat b, —b, =15 si b, +b, =5.

a) Determinati b, . b) Calculati S;.

Stiind ca doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b, =6 si b, =54, determinati
termenul b, .

a) Fie progresia aritmeticd (a,),.,, cu elemente numere naturale. Ardtati cd ratia

progresiei este un numar natural.

b) Fie progresia geometricd (b,) cu toate elementele numere naturale. Aratati ca

nzl 2

ratia progresiei este un numar natural.
Se considera functia f/:R >R, f(x)=x+1.Calculati f(2)+ f(2°)+...+f(2°).
Se considera functia f:R —> R, f(x)=3x+1. Calculati sumele:
S =fO)+/(D+f2)+...+f(11);
S, =f(3)")+ £(=3))+ £((=3)) ..+ £((-3)°).
Se considera functia f:R > R, f(x)=5x—1. Calculati sumele:
Si=fO)+fM+f2)+fB)+...+ f(50);
S, =fO)-fD+f2)-fB)+...+ f(50);
S,=fQ2)~f@Y+fQ2)~f2)+...+ f(2).
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Tema 1.3

Functii. Proprietati generale. Lecturi grafice
Fie A si B doud multimi nevide. Spunem cd f: A4 — B este o functie daca fiecarui
element x € 4 1i corespunde un unic element f(x)e B.

A se numeste domeniul functiei f, iar B se numeste codomeniul functiei f. Doua functii
sunt egale daca au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si aceeasi lege de definitie.

Graficul functiei f:A—> B este multimea G, = {(x,f(x)) | xe A} c AxB.
Imaginea functiei f:A— B sau (multimea valorilor functiei f) este multimea

Imf={yeB|Ixed, f(x)=y}={f(x)|xe4}.
Observatii. 1. M(u,v)eG, < f(u)=v.

2, Functia identicd a multimii 4 este 1,: 4—> 4, 1,(x)=x, Vxe 4.

1. Operatii cu functii

Definitie. Fie D c R o multime nevida si functiile f, g:D — R . Atunci:
o suma functiilor f'si g este functia f+g: D > R, (f+2)(x) = f(x)+g(x);
o produsul functiilor f'si g este functia f-g: D > R, (f-g2)(x)= f(x)-g(x);

e daca g(x)#0, Vx e D, catul functiilor f'si g este functia L Dok, (i)(X) ) fEx; .
g g s

Compunerea functiilor. Fie f: 4 —> B si g: B — C doua functii.

Functia gof:4—C, (gof)x)=g(f(x)), VxeA, se numeste compunerea func-
tillor g si f.
Observatie. Compunerea functiilor este asociativa, dar nu este comutativa.

2. Monotonia functiilor

Definitie. Fie D c R o multime nevida. Functia f: D — R este monoton (strict)
crescatoare daca pentru orice x,y € D, x <y, avem f(x)< f(y) ( f)<f(») )

Functia f:D — R este monoton (strict) descrescatoare daca pentru orice x,y € D,
x<pavem f(x)z f(») (/()>f(»)).

Observatii

1. Dacé raportul de variatie R, (x,y)= >0, Vx,yeD, x#y, atunci

SO-fO)
xX=y
functia /" este strict crescdtoare, iar daca R, (x,y)<0,Vx#y, atunci f este strict des-

crescatoare.

2. Compunerea a doua functii monotone, de aceeasi monotonie, este o functie crescatoare;
compunerea a doud functii monotone, de monotonii diferite, este o functie descrescatoare.



3. Functii pare, impare, periodice

Definitie. Fie D c R o multime nevida centrata in origine (Vxe D < —xe D).

a. Functia f: D — R este functie para daca f(—x)= f(x), Vxe D.

b. Functia f: D — R este functie impara daca f(-x)=—-f(x), VxeD.

Proprietati

1.Daca f:D—R este o functie impard si 0 € D, atunci f(0)=0< 0(0,0)e G, .

2.Suma f+g:D— R a doud functii pare (respectiv impare) f,g:D —> R este tot
o functie para (respectiv impara).

3. Produsul/catul a doua functii pare/impare este o functie para. Produsul/catul dintre
o functie para si una impara este o functie impara.

4. Compunerea a doud functii pare/impare este o functie pard. Compunerea dintre
o functie para si una impara este o functie impara.

Definitie. Functia / : D — R este periodica cu perioada T dacd f(x+T)=f(x), pentru
orice x € D pentru care x + T € D. Cea mai mica perioada pozitiva (daca existd) se numeste
perioadd principald.

4, Simetrii ale graficului unei functii

Definitie. Dreapta x = a este axd de simetrie pentru graficul functiei f:D — R daca
f(a—x)= f(a+x), pentru orice x € D astfel incata —x, a+xe€ D .

Punctul M (a,b) € xOy este centru de simetrie pentru graficul functiei f:D—> R,
dacd f(a—x)+ f(a+x)=2b,pentruorice xe D , astfel Incadta—x, a+xeD.

Observatii. 1. Graficul unei functii pare este simetric fata de axa Oy.

2. Graficul unei functii impare este simetric fata de origine.
5. Functii injective, surjective, bijective, inversabile
Definitie. Functia f: 4 — B este:
e injectiva, dacd pentru orice x,,x, € 4, x, # x, avem f(x,) = f(x,);
e surjectiva, dacd pentru orice y € B, exista x € 4 astfel incat f(x)=y;
e bijectiva, dacd este injectiva si surjectiva.

Definitie. Functia f: 4 — B este inversabila daca existd o functie g:B — 4 astfel
incat go f =1, si fog=1,.Notim g= /' sispunemcd f~' este inversa functiei f.

Observatii

1. Functia f: 4 — B este injectiva daca si numai daca este indeplinitd una dintre conditiile:

a. Pentru orice x,, x, € 4, astfel incat f(x,) = f(x,), rezultd x, = x, .
b. Pentru orice y € B, ecuatia f(x) =y are cel mult o solutie xe 4 .
2.Functia f': A — B e surjectiva daca si numai daca este indeplinitd una dintre conditiile:
a.Imf=8B.
b. Pentru orice y € B, ecuatia f(x) =y are cel putin o solutiec x € 4 .

3. Functia f: 4 > B este bijectiva daca oricarui element y € B 1i corespunde un unic

element x € 4, astfel incat f(x)=y.
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4.Functia f:A4— B este inversabild daca existd o functie g:B — A4 astfel incat
gof=1,si fog=1,.Senoteazi g= ' sise spune ci g este inversa functiei /.
Are loc echivalenta: f(x)=y < x=/"(y),unde xe 4 si yeB.

5. O functie este inversabilad daca si numai daca este bijectivd.

Probleme propuse

1. Aréatati ca % nu este perioada pentru functia f:R—> R, f(x)={x}+{2x}.

| . .
2. Aratati ca 3 este perioada pentru functia f:R—> R, f(x)={3x}.

3. Determinati cate o perioada pentru fiecare dintre functiile de mai jos.

a)f:R—>R,f(x)={%}+{x}; b)giR—ﬂRi,g(x)={§}+{§}.

4, Determinati @ € R stiind ci functia f:R — R, f(x)=(1—a’)x+4 este strict
crescdtoare.
5. Arétati ca functia f:R—> R, f(x)=|6x—9|-3|3—-2x]| este constanta.

6. Aratati ca functia f:[3,8] > R, f(x)=|x—-8]|+|3—x| este constanta.

7. Aratati ca functia f:(0,+0) > R, f(x) :{ } este constantd, unde [a] reprezintd

x?+1
partea intreagd a lui a.

8. Aratati ca functia f:(1,+%) > R, f(x)= Ll este strict descrescatoare.
X—

9. Se considerd functiile f:R >R, f(x)=2x-1 si g:R->R, g(x)=x+a. Aflati
numarul real a stiindcd fog=go f.
10. Se considera functia f:R—> R, f(x)=1-3x. Aratati ca functia fo fo f este strict
descrescatoare.
11. Se considerd functia f:R >R, f(x)=x"—x*. Calculati (f o f)(0).
12. Determinati a € R stiind ci functiile f:R—>R, f(x)=x-4x, si g:R—>R,
g(x)=ax+1 se intersecteaza intr-un punct pe axa Ox.

13. Pentru functia f:R— R, f(x)=x’ —4x+2 determinati cel mai mare element al
multimii 4= {x eR| f(x)< 2} .

14. Se considera functia f:R— R, f(x)=x" —8x. Determinati suma elementelor din
multimea A={aeR| f(a)=a}.

2
Do . +x+1 . 1
15. Aratati cd imaginea functiei f : R - R, f(x) = xz—xl este intervalul {E’ 3} .
X —x+



16.

17.

18.

19.
20.

21.

22,

23.
24.

25.

26.
27.

28.

Determinati multimea valorilor functiei f:R - R, f(x) = |x - 1| .
Se considera functiile f:R— R, f(x)=x-1, si g:R—> R, g(x)=x". Determinati
imaginile functiilor fog si go f .

X

Se considera functia f:R > R, f(x)=— 1
X+

, s1 Im f* imaginea functiei f.
a) Arataticd 1¢ Im f .

. . . 1
b) Aratati ca cea mai mare valoare a functiei f este 3
T |
¢) Aratati ca Y elmf.

Aritati ¢ minimul functiei f:R— R, f(x)=x" —2x?, este egal cu—1.

Se considerd functia 1 :R— R, f(x)=x>—1. Pentru o submultime 4 a lui R definim
multimea f~'(4)= {x eR| f(x)e A} . Determinati:

@ /7 (10.2}); b) /7 ((3.4)); o /7 ((3.8]):

d) Determinati m € R pentru care multimea /™' ({m}) are un singur element.
Determinati m,n e R stiind cd punctele A(1, 0) si B(0,—1) apartin graficului functiei
fRoR, f(x)=x+mx+n.

Aratati ca urmatoarele functii sunt impare:

@ f:R*_’R»f(x)=x5—l; b) f:R*—>R,f(X)=x5+2x+2_x;
x X

c) f:R—)]R,f(x)=ln(sinx+\/sinZﬁ); d) f5(_4’4)_>R’f(x):1n(jw_ij.
X

Aflati a e R pentru care functia f/:R— R, f(x)=x(e” +e™)+a , este impari.

Fie a,beR astfel incat functia f:R— R, f(x)=x"+ax’ +2x” +bx+1 este functie
para. Determinati a + b.

a) Fie f:R — R o functie para. Aratati cd f nu este injectiva.

b) Fie f:R —> R o functie impara. Aratati ca originea axelor de coordonate apartine
graficului functiei f.

Fie functia f:R >R, f(x)=x"—4x+2. Determinati /([0,3]).

Se considera functiile f,g:R—>R, f(x)=2x+1 si g(x)=ax+b. Determinati
a,beR astfel incat fog=1g.

B MATEMATICA - M1
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29.

30.

31.
32.

33

34.
35.
36.
37.

38.

a) Aritati ca functia f:R > R, f(x)=x +2x+1, este injectiva.
b) Aritati ca functia f:R —> R, f(x)=x> —4x+1, nu este injectiva.
¢) Verificati daca functia f:R— R, f(x)=x"+x+2, este injectivi.
d) Aratati ca functia f:N —> N, f(x)=4x+1, nu este surjectiva.

Aratati ca functia f :[1,+0) > [3,4), f(x) =x+ 1 +1, este inversabila.
x

Determinati inversa functiei bijective f:R — (0,+0), f(x)=2>".

Determinati inversa functiei bijective £ :(0,0) — (1,0), f(x)=x" +x+1.

.Fie g:R >R inversa functiei bijective f:R —>R, f(x)=x"+2x+3. Calculati

g0)+g(3).

Aflati a € Z pentru care functia f :[l,+00) = [a,+0), f(x)=x"+4x, este surjectiva.
Aflati a € R pentru care functia f :(—0,a] > R, f(x)=x> —2x+2, este injectiva.
Fie f:R — R o functie bijectiva, cu f(1)=3 si f(f(1))=4. Calculati f~'(4).

Se considera functia f:R—> R, f(x)=ax+b. Aratati cd existd o infinitate de perechi
(a,b) e RxR pentrucare fof =1;.

Se considerd functia /: R - R.Notdim H ={T e R| f(x+T) = f(x)} .

a) Arataticadaca T € H ,atunci -T € H .
b) Arataticddacd 7,,7T, € H ,atunci I, +T, e H .



Tema 1.4

Functia de gradul I. Functia de gradul al ll-lea

1. Functia de gradul |
Functia f:R > R, f(x)=ax+b (cu a,b e R, a#0) se numeste functie de gradul I.
Graficul functiei f:R > R, f(x)=ax+b este o dreapta de panta a.
Monotonia.  Dacd a > 0, atunci functia f'este strict crescatoare.
Daca a <0, atunci functia feste strict descrescatoare.

b
X ‘—OO -4 +00

S(x) ‘ —sgn(a) 0  sgn(a)

Semnul functiei de gradul I

2. Functia de gradul al ll-lea

Functia f:R—> R, f(x)=ax’+bx+c (cu a,b,ceR, a#0), se numeste functie de
gradul al 11-lea.

2
Forma canonica. f(x)=ax’ +bx+c= a{()ﬁzij —4%} ,unde A=b">—4ac.
a a

Semnul functiei de gradul al doilea

X —0 +00
LA<O r(x) sgn(a)
2.A= i 2 B
S (x) sgn(a) 0 sgn(a)
X —00 X X, +00
3.4>0 f(x) |sgn(@) 0 —sgn(@) 0 sgn(a)
Observatii

a<(
A<O’
a<0
A0’

a>0
A<O
a>0
A0’

1.f(x)>0,Vxe]R<:>{ 3.f(x)<0,Vxe]R<:>{

2.f(x)20,Vxe]R<:>{ 4.f(x)SO,Vxe]R<:>{

Graficul functiei f:R—>R, f(x)=ax’+bx+c este o parabold de varf V(—zi,—%j
a 4a

L . . b . . . < S <
si axd de simetrie x = ey care are ramurile orientate In sus, dacd a >0, si1n jos, dacd
a

a<0.
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Monotonia si punctele de extrem

b
X |—oo -— 400
2a
1.a>0 A
/@ A
a
b
x |-o0 - +00
2a
2.a<0 A
fx)| o N a>0 a<0
a
< . A L - b
e Dacda>0, min f = s’ care se atinge 1n punctul (de minim) x = 4
a a

. . y b oo o b
Functia f'este strict crescatoare pe | ———,+o0 | si strict descrescatoare pe | —o,—— | .

2a 2a |
< A A . b
e Dacda<0, max f = "1’ care se atinge 1n punctul (de maxim) x = 2
a a

. . g b o o b
Functia f'este strict crescitoare pe | ——, 400 | si strict descrescitoare pe | —o0,—— | .

2a 2a |
X X, =——
Relatiile lui Viéte. Fie x,, x, solutiile ecuatiei ax’ +bx+c = 0. Atunci
c
XXy =—
a
Observatii
2 2 2 . 3 3 _ 3
T.x +x, = ()c1 +x2) =2xx,; X +x, = (x1 +x,) —3xx, (x1 +x2) .

2. Ecuatia de gradul al II-lea cu solutiile x, si x, este x’ —sx+p =0, unde s = x, +x,
Sl p=x,-X,.

Probleme propuse

1. Determinati functia de gradul I al carei grafic trece prin punctele A(1, 2) si B(—1, 0).

2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=2x+1. Determinati functia g:R >R,
g(x)=ax+b, stiind ca graficele functiilor f'si g sunt simetrice fatd de:
a) axa Ox; b) axa Oy; ¢) punctul O(0,0).

3. Determinati functia f:R — R stiind ca graficul sau si graficul functiei g:R >R,

g(x)=-2x+2, sunt simetrice fata de dreapta x = 1.
4. Aflati a,b e R pentru care functia f :[1,3]—>[a,b], f(x)=-2x+1, este bijectiva.
5. Determinati a,b € R, stiind ca functia f:[1,4]—>[L 7], f(x) =ax+b, este bijectiva.

6. Aflati m e R , stiind ca functia f:R >R, f(x)=(m*-9)x -3, este descrescitoare.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.

. Se considera functiile f,,:R—>R, f, (x)=

M=l 13, unde meR\{—I}. Deter-

2m+2
minati, in fiecare caz de mai jos, valorile Iui m pentru care:
a) functia f,, este strict crescatoare; b) A(1,0)e G, ;
o fu(D>1,0); d f,0=7,0).
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) |x|=2]x-1]; b) | x* +4x|=3x+6;
o |x+3]+]|x* +3x|=0; d)|x-2]+|3-x|=1.
. Rezolvati In multimea numerelor reale inecuatiile.

a) L >2; b) T < x+l ;

x+1 x+2 x-1

2
-16

al >0; d) (x-2)(x*—3x+2)<0.

x(x+4)
Rezolvati in multimea numerelor intregi inecuatiile.
a) 3x* —5x+2<0; b) 2x* +3x+520; o x*-5x+4<0.
Rezolvati Tn multimea numerelor reale inecuatiile.
a) |x-1|<3; b) [x—1|+|x+1|<4; o |x*-1]<1.
Rezolvati in multimea numerelor intregi inecuatiile.
a) | x+2|<1; b) |12-4x|<2|x-3]; o |x+2|+|x*—4|<1.
Se considera functia f:(0,0) > R, f(x)=x—2m+4. Determinati m € R astfel incat

graficul functiei f'sa nu intersecteze axa Ox.

Determinati toate functiile de gradul intai f :R — R strict crescatoare care indeplinesc
conditia (f o f)(x)=9x+4, VxeR.

Fie functiile de gradul intdi f,g:R — R, f strict crescitoare, iar g strict descresca-
toare. Determinati monotonia functiilor fo f, gog, gof si fog.

Determinati solutiile intregi ale inecuatiei x* +3x—10<0.

Aritati ca solutiile ecuatiei x* +2x +

> =2 sunt irationale.
X" +2x

Determinati valorile reale ale lui m pentru care dreapta x =2 este axd de simetrie
a parabolei y = x* +mx+6.

Determinati multimea valorilor functiei f:R —> R, f(x)=x"+2x+2.

Determinati multimea valorilor functiei f:(0,00) > R, f(x)=x>—4x+1.

Se considera functia f:R >R, f(x)=x>—2x+2.

a) Determinati imaginea functiei fo fo f .

b) Determinati a € R stiind cd imaginea functiei g :(—w,a) > R, g(x) = f(x) este
intervalul [1, +0) .

¢) Determinati m € R stiindcd f(m—x)= f(m+x), VxeR.

B MATEMATICA - M1

N
-



H M.PERIANU « D. SERBANESCU « M. ANDRONACHE - C.CIUPALA - E.CIOLAN - G. MIHAI

N
N

22

23.

24,

25.

26.

27

28.

29.

30.

31

32

33.

34.

35.

. Determinati m R stiind ci varful parabolei y=x>+(2m—1)x+m”+m este in

cadranul I.

Aratati ca, pentru oricare a € R\{-1}, dreapta de ecuatiec y = x+4 intersecteaza para-
bola y=(a+1)x* +(a—1)x+1.

Se considera functia de gradul al doilea f:R - R, f(x)=—4x>+8x+1.

Ordonati crescator numerele f (ﬁ ) » f (\/g ), f (ﬁ ) .

Determinati @ € R stiind ca distanta de la varful parabolei de ecuatie y = x* +2x+ala
axa Ox este egala cu 3.

Determinati functia /' de gradul al doilea daca f(-1)=6, f(0)=2, f(1)=0.

. Determinati a,b € R stiind ca varful parabolei y = x* +ax+b este V(1,2).

Punctul ¥(2, 3) este vérful parabolei asociate functiei f:R >R, f(x)=x"+ax+b.
Calculati f'(1).

Determinati a,b€R stiind ca dreapta x =2 este axd de simetrie pentru parabola
y =—x"+ax+b si ci punctul M(1, 2) apartine aceleiasi parabole.
Determinati m € R stiind cd varful parabolei asociate functiei f:R >R,

f(x)=x* +2x+m?, se afla pe graficul functiei g:R - R, g(x)=x".

. Se considera functiile f, :R >R, f, (x)=mx*-2(m-)x+m+1, meR".

a) Determinati m stiind ca graficul functiei f,, nu intersecteaza axa Ox.

b) Determinati multimea valorilor functiei f,.

¢) Determinati imaginea functiei g:R >R, g(x)= f,(sinx).

d) Determinati m stiind ca dreapta x = 2 este axd de simetrie pentru graficul functiei -
e) Determinati m stiind ca f(x) >0, VxeR.

P Determinati m stiind cd f(x) >0, Vx>0.

. . . 2 2 - ..
. Determinati m € R pentru care ecuatia x° +x+m~ =0 are doua solutii reale egale.

Fie functile f:R—>R, f(x)=3x+a, si g:R—>R, g(x)=x"—a. Determinati

a €R pentru care (fog)(x)>0,oricarear fi xeR.

Determinati @ € R pentru care graficul functiei /:R—R, f(x)=ax’+3(a-2)x+a-2,
intersecteaza axa Ox in doud puncte distincte.

Se considera functia /:R >R, f(x)=(a—Dx*+2(a+)x+a+1, acR.

a) Determinati a stiind cd ecuatia f(x) =0 nu are nicio solutie.

b) Determinati a stiind cd inecuatia f(x)> 0 nu are nicio solutie.

¢) Determinati a stiind ca graficul functiei f este tangent axei Ox.

d) Determinati a stiind ca varful parabolei asociate graficului functiei f se afla pe
dreapta de ecuatie x = 2.



36. Determinati a € R astfel incat valoarea minimad a functiei f:R > R,
f(x)=x"+Q2a-1)x+a* +1 este egali cu 2.

37. Aflati a € R pentru care functia f:(1,0) >R, f(x)=x"+Q2a-1)x+a’ +1, este
strict crescatoare.

38. Aflati aeR pentru care functia f:(-0,2) >R, f(x)=-x>+QRa+x+a’+1,
este strict crescatoare.

39. Determinati me R astfel incat raddcinile x, si x, ale ecuatiei X +Q2m+3)x+m+1=0

verifica pe rand conditiile:
1 1

a —+—=1; b) x12=x22; o |x—x[=1; d) x+1=x,.
XX

40. Se considerd ecuatia x* —(2m—-1)x+m—-1=0, meR, cu ridicinile x, si x,.

Determinati valoarea minima a expresiei x;x, + x,x; .

41. Se considerd ecuatia x> —(Q2m+1)x+m+1=0, meR, cu ridicinile x, si x,.
Determinati m € R stiind ¢ x/x, = x,x; .

42, Aflati m € R stiind ca solutiile ecuatiei x* +2(m—1)x+m—1=0 au semne opuse.

43, Se considera ecuatia ax® +bx+c=0 cu coeficienti reali si cu radacinile X slox,.

Aratati cd dacd x, -x, <0, atunci x;,x, eR si x; #x,.

44. Aflati meR stiindcd {xeR| x’ ~x+m=0}n{xeR| ¥’ ~2x+m+10=0} = Q.

45. Se considerd functia /R >R, f(x)=— .
X"+

a) Determinati multimea valorilor functiei f-
b) Determinati m € R stiindca f(x)<m, VxeR.

¢) Determinati n € R stiindca f(x)>n, VxeR.

46. Fie x, si x, radicinile ecuatiei x* +x—13=0.

. X x
a) Calculati ! 2

+— .
X +x, =12 x5 +x —-12
b) Calculati — al +— 2 )
Xy +2x, 13 x; +2x,—-13

¢) Aratatica S, =x +x; €Z, VneN.
47.Fie x; si x, solutiile ecuatiei x*+x-3=0. Determinati a,h R stiind ci ecuatia

N B |
x* +ax+b=0 are solutiile — si — .
X X

48. Scrieti o ecuatie de gradul al doilea cu coeficienti Intregi, care are o solutie x; =1+ V3.
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49. Determinati numerele reale a si b stiind cd solutiile x; si x, ale ecuatiei X —ax+b=0
verificd relatiile x, +x, =3 si xle + xlez =6.

50. Rezolvati in multimea R xR sistemele:

a)x y , ) .
—t—=— — =
i x 2 X" —=4x+3=y
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